Opérateurs classiques en coordonnées sphériques
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Opérateurs classiques en coordonnées sphériques

Laplacien
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Résolution de I’équation de Laplace (1/5)

Un champ quelconque sur une sphere doit satisfaire I'équation de Laplace loin des
sources (AP = 0). donc si on cherche une base sur laquelle exprimer ce champ P,
les "fonctions-vecteurs" de cette base doivent aussi satisfaire cette éguation. On

doit donc chercher les fonctions \V/(r,0,0) qui satisfont AV = 0.
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Si I’on suppose que la solution présente des variables séparées :
V(r,0,9) =R(r) . 0(0) . ©(9)

10 1 10f /1 10°®
I'équation devient : /Zﬂ . /ame@aeksme ]/fsmEl@acp =0

la premiere partie est indépendante de 6 et ¢, la seconde partie est indépendante de r.
Chaque terme doit donc étre égal a une constante sans dimension dont la somme

pourra s'annuler.




Résolution de I’équation de Laplace (2/5)

Solution du termeenr

J

: aﬂ)
pour le ler membre : r AR =i+ DR

drl or
en cherchant des fonctions polyndémes du type : R=r2

on trouve pour solution : R = K(I’I + r-(I+1) )



Résolution de I’équation de Laplace (3/5)

Solution du terme en ¢

i
d P
pour le 3¢me membre: — = K= — pip° P

dp
en cherchant des fonctions trigonométriques du type : =@ & ¢

on trouve pour solution : (D(([))ZK eim<l>



Résolution de I’équation de Laplace (4/5)

Solution du terme en 6

En remplacant R et @, I'équation du Laplacien devient une équation en 6
seulement, que l'on peut écrire :

1 a( m
sinB 90 L _J D =Gne P

Avec x = cos(0) => d®/do = de/dx . dx/d6 = d®/dx. sin(0)

=> sin?(0) = 1- cos?(0) = 1-x?

On obtient :
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Résolution de I’équation de Laplace (5/5)

Solution du terme en 0 122 2,2 1 n--"|o=0
dx dx 1-x

Les fonctions solutions de cette équation sont les polynémes de Legendre, qui
n'existent que pour des valeurs entieres et positive de | et des valeurs entieres
de m entre -1 et +I. Ces polynGmes s'écrivent :
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En fait ces fonctions sont moins compliquées qu'il n'y parait puisque ce sont
tout simplement des produits de sinus et cosinus de puissances | et m.

Il est assez facile de se rendre compte que chague Polyndéme de Legendre passe
un certain nombre de fois par zero quand 0 varie entre O et .

Le nombre de passage par zero d'un polynéme de degré | et d'ordre m est
exactement I-m.
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PolynOmes de Legendre
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Harmoniques Sphériques

Les fonctions solutions de I'équation de Laplace sont donc finalement les
harmoniques sphériques Y™, qui s'ecrivent donc :

Y™ (r.8.9) = (CPr' + D' r D) P (cos) 1™

Pour un champ que I'on peut définir sur une surface sphéerique (r=constante), par
exemple la topographie terrestre, on supprime la dépendance en r pour obtenir les
harmoniques sphériques surfaciques :

0 .p)=C B (cosb)e™



Harmonigques Sphérigues




Décomposition d’'un champ sur la base des harmoniques sphériques

Décomposition en série de Fourier
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Décomposition d’'un champ sur la base des harmoniques sphériques

Décomposition a deux dimensions
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Décomposition d'un champ sur la base des harmoniques sphériques

Tout champ qui a un Laplacien nul peut donc "s'écrire” sur la base des
harmoniques sphériques :

o 1
P(0.p)= Z Z Fiineimq)le(mS(B))]
1=0 m=-1

En fait, C;" est un nombre complexe tel que : C,™ = (a,™ +1 b,™)
et I'exponentielle complexe eme s'exprime aussi : €'M® = cos(me) + i sin(meo)

On obtient donc :
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Décomposition d'un champ sur la base des harmoniques sphériques

P etant un champ réel, il est clair que le terme imaginaire de la recomposition doit
toujours étre nul. Cela impose que la somme sur | et m des termes imaginaires soit
nulle. La somme pour m allant de -l a | peut étre réécrite comme une somme pour
mde-lal, 0 etlal Onobtientalors:

P - Z[a?+ by + }1:(...)+ }I:(..‘)J

=0 m=—/{ m=1

Il est facile de voire que pour les valeurs positive et négatives de m, les termes
imaginaires en i(amsin(m ¢) + b,™ cos(m ¢)) vont s'annuler 2 a 2 a condition que :
am=ametb™=-b™; etque pour les terme m = 0 (a°+ i.b)%) il faut tout
S|mplement que b,O - O. On obtient alors :

00 {

P(B.p)= Z AE Eﬁ;{ cos(mp) +B; sm(mq:)):‘i (cos(O))
[=0 m= 1

A™ et B/™ sont les coefficients de ce champ, tout comme une courbe a une
dimension peut étre représentées par la suite infinie de ses coefficients dans une
décomposition en série de Fourier de Fourier. | est le degré, m est I'ordre.



Correspondance degré - longueur d’onde

Dans une décomposition en série de Fourier, la longueur d'onde associée a un
coefficient de degré nest: A =1/n (le degré 1 donne toute la longueur I, le
degre 2 la moitie, etc...).

De maniére similaire, dans une décomposition en harmoniques sphériques, on
associe une longueur d'onde A au degreé I. A la surface de la Terre, ona:

A=2nR;/I

le degré 1 correspond a une longueur d'onde de 36000 km (la circonférence
de la Terre, le degré 2 a 18000 km, le degré 10 a 3600 km, etc...



Spectre d’'un champ

Le spectre d'un champ est la
suite infinie de nombre qui
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Corrélation entre deux champs

On a deux champs (A et B) définis en tous points sur la sphere (6 et ¢). La décomposition sur la base des
harmoniques spheériques de ces deux champs est constituées des deux suites de nombres complexes A et B/™.
le coefficient de corrélation entre les deux champs au degré | est :
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Si C()=1 alors les coefficients des champs A et B au degré | sont proportionnels. Pour que les deux champs
A et B soient complétement identiques, il faut que tous les coefficients de corrélation valent 1 et que les
coefficients de proportionnalité de tous les degrés valent 1 aussi.

C(D)=1 (ou = -1) implique qu'il y a 100% de chance que les deux champs soient parfaitement correlés (ou
anti-corrélés) au degreé | considéré.

Plus précisement : au degre | il y a N=2l+1 termes (m varie de -1 a I). Le coefficient de corrélation est r =

C(1). Or, dans un probléme & N degrés de liberté, la probabilité pour que la variable t =  (N/1-r?) soit plus
petite qu'une certaine valeur donnée t,, est la student's t-distribution: Q(t,N). La valeur 1-Q(t,N) est donc le
niveau de confiance auquel I'hypothese d'une corrélation due au hasard est infirmée.

Parexemple : r=1 =>t = (qqsoit N) => Q(t,N) =0=>1- Q(t,N) =1 = 100%

C()=1=> il y a 100% de chance que la corrélation entre les champs A et B au degré | ne soit pas due au
hasard



Courbe de corrélation

coefficient de correlation
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- les bas degrés (I < 10) tous les
coefficients sont proche de zero, et en tous
cas largement en dessous de la courbe a
80% de confiance. cela veut dire que pour
ces grandes longueurs d'onde, il n'y a pas de
correlation significative entre ces deux
champs.

-les degrés plus élevés (I > 10) : tous les
coefficients sont au dessus de la courbe a
95% de confiance. Cela signifie qu'il n'y a
qu'une toute petite chance (de l'ordre de
quelques %) pour que la ressemblance entre
les deux champs soit due au hasard, et que
donc ils sont significativement corrélés a
courte longueur d'onde (grand degré).

On pourrait en déduire que la source a l'origine des deux champs est distincte a grande
longueur d'onde (ce n'est pas le méme phénomene qui est a I'origine des deux champs), et

peut étre commune a courte longueur d'onde...



Application a latopographie terrestre

TOPOGRAPHIE TERRESTRE : grille 10°x10’
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Application a latopographie terrestre

Topographie : degre =0 Topographie : degre I=1 Topog

1| zI00 2407 000 380" 240" zm' @ 0"

raphie : degre 1=2

2’

o =’ e @ 150" 15" 210 2407 o 20 & w0 x

240" 2700 am0°

240°

o

0t swt = " 80" m0° o

30"

0000&500 5500 -4500 9500-2800-2100-1400 700 0 00 E00 1000 1500 2000 200 3000 3500 4000 4500 850 3onnes00 S500-4500-3500 2600 21001400 700 0 200 €00 1000 1500 2000 2800 2000 2500 4000 4500 gs¢ 00006500 5500 -4500 3500 -ZE00 2100 - 400 760

Echelle : metres Echelle : metres

Topographie : degre =3 Topegraphie : degre 1=4

0 0 G0 1000 1500 Z000 2500 000 300 4000 800 S500

Echelle : metres

Topegraphie : degre |=5

S0

1w 2100 za0” 300" =307 240

2100 240"

270" 2w amt @O

2 st 00

00006500 5500 4500 3500 -2600-2100- 400 T00 O 200 €00 1000 1500 2000 2500 2000 3500 4000 4500 650C  10000E500 5500 -4500 35002800 2100400 700 O 200 €00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4800 £500

Echelle : metres

-100006500 5500 -4500 2500 2800 2 100- 1400 700
Echelle : metres

0 300 600 1000 1500 2000 2500 J000 500 4000 4500 B500

Echeile - metres



Application a latopographie terrestre

TOPOGRAPHIE TERRESTRE :L=0-36
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Application a la topographie terrestre
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D’autres planetes....
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