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1 Espaces vectoriels

1.1 Espace vectoriel - sous espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C)

Définition : F est un sous espace vectoriel de E si
1. Fn’est pas I'ensemble vide

2. Feststable: V) et V(u,v) €F? u+ AveF

1.2 Famille libre - Famille liée

Définition : Soit F = (21, z9, ..., ) une famille de n vecteurs. F est une famille libre si et seulement si :

V(/\l,)\g,...,/\n), Alﬂ—l—)\gﬁ—‘r—F)\n@:Q =M =X=..=), =0

Dans le cas contraire F est une famille liée.
Exemple :

Dans R?, F' = ((1,0); (1,1))

Soit (A, 1) € R? Onpeutécrire:)\<(1)> —Q—MG) :(8) = {2+%:0 & A=upu=0

Donc F est une famille libre.

Remarque :

Si (x1,x2) sontliés &z et x5 sont colinéaires.
Démonstration :

x1, zp sontliés < I (A, ) # (0,0), Azy +pxs =0 & 1z =Lz

1.3 Bases

Définition : On appelle base de E toute famille libre et génératrice

théoreme : Si B = (1,23, ...,xp) est une base de E, alors tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme
combinaison linéaire de (z1,z2, ..., zp).

Base canonique : Soit e; = (0, ...,0,1,0,...,0) aveci € [1,n] (1 est sur la iéme composante)
Soit B = (e, e, ..., €, ), alors B est une base canonique de K"

Exemple :

((1,0);(0,1))
Base canonique de R? : (4,4,k) = ((1,0,0);(0,1,0); (0,0,1)

Base canonique de R? : (i, j)
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1.4 Dimension d’un espace vectoriel

Théoréme : Une famille de n vecteurs forme une base d"un espace vectoriel de dimension n si et seulement si
la famille est libre

1.5 Exercices

Exercice 1

Dans R3, F = ((1,1,1);(1,1,0); (1,1, 3)) F est elle une famille libre libre ou li¢e ?

Exercice 2
Soit 'ensemble F défini par: F = {(z,y,2) € R3 /22 -3y +2=0}

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de R?
2. Trouver 2 vecteurs libres de F

3. Quelle est la dimension de F

Exercice 3

Trouver une base et la dimension de 1’espace vectoriel formé par les solutions du systéme suivant :

r+y—2z=0
r+2y+2=0
20+ 2y —22=0

Exercice 4
1 0 -2 3
-1 1 0 3 , s
vl gl |Fetuls| forment-ils une base de R*.
0 2 3 5
Exercice 5

Soit V = {(3:, y,2,t) ERY z=y—zetz= 2t} Montrer que V est un sous espace vectoriel de R?, donner une
base de V
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Exercice 6
1 1 1
Soient les vecteurs u; = [ 1| upg = [ 2| etug= |0
1 3 1

1. Montrer que ces 3 vecteurs forment une base B’ de R?

T
2. Soit a de coordonnées dans la base canonique @ = | y | ; trouver les coordonnées de a dans B’.
z

Exercice 7

Soit P, 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2, tel que :

{Plzac»—>1; Py:x+— x4+ 5; P3::E»—>(sc+5)(x+2)}

1. Démontrer que (P, P, P3) est une base de P,
2. Quel est 'ensemble des éléments P de P; tel que P(—5) =4, P(—2) =5et P(3) =67
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2 Application linéaire - Matrice

2.1 Application linéaire

Soit E et F deux espaces vectoriels. Soit une application f : E+~—— F,

[ est une application linéaire < V (z,y) € E2 et VA  f(x + \y) = f(z) + M f(y).
exemple :

L’application définie par

R2>—>R2

(z) . (x + y) est une application linéaire.
Y )

L'application définie par

R2 >—>R2

(:c) . <x2> n’est pas une application linéaire.
Y Y

Propriété : L'espace des images est un sous espace vectoriel.

En particulier :

1. A:{x €eE/f(x) = O} est un espace vectoriel appelé noyau de f (On le note Ker f)

2. B:{x eE/f(x) = y} est un espace vectoriel appelé image de f (On le note Im f)

On appelle rang de f la dimension de l'espace vectoriel de Im f.
exemple
Soit le systeme suivant de 3 équations a 3 inconnues :
r+y—2=0
r+2y+2=0
20 +2y—22=0

Ce systeme peut étre interprété comme le noyau de l'application linéaire suivante

R3 — R3

T rT+y—=z . _ . .

I T Dans cet exemple dim(ker f) = 1 (voir section 1.5)
z 2 4 2y — 2z

Théoréme du Rang

f est une application linéaire de E — F ot1 E est de dimension finie. Alors dim E = dim(ker f) + dim(Im f)

Dans l'exercice précédent dim E = 3 et dim(ker f) = 1, donc dim(Im f) = rang( f) = 2.
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2.2 Matrices

Définition d"une matrice (n,p)

Soit n et p deux entiers naturels non nuls. On appelle matrice de type (n, p) tout tableau constitué de n lignes

et p colonnes.

Notation :
a11 a2 A1p
aAg1 « oo v . azp
M= . : = (aij)1<i<n et 1<j<p
(075 Anp

a1l a2 aip b11 b12 bip
ast .. ... azp b21 ...... bgp
M= N =

Apl «vv vee Qnp bpti oon ... Qnp
a1 +bi1 aa+bi2 ... ap+biy
a21—|—b21 a2p—|—b2p

Alors M + N = . . = (aij + bij)lgign et 1<5<p

an1+bn1 anp+bnp

Multiplication par un scalaire

)\a11 )\a12 e )\alp
)\agl ...... )\agp

AM = , , = (Aaij)1<i<n et 1<5<p
Adpt oo e Alnp

Base canonique

Si F est une base canonique de M,,;, alors F s’écrit F' = (E;;)1<i<n et 1<j<p
ouE;j= |[:...q1...;| oulestsurlai®ligne et sur ;" colonne.

Exemple : Sil'ona Ms

. aip a2 . S . _ 1 0 0 1
Moo = (am a22) La base canonique F' s’écrit F' = (0 0) + (O 0) + (
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Produit de deux matrices

Soit A = (aij)i1<i<n et 1<j<p €t B = (bij)i<i<p et 1<j<q

Remarque : il faut que le nombre de colonne de A = le nombre de ligne de B.
Alors

C=AB avec C;=>7%_1 aixb; etl<i<netl<j<gq

Exemple :

2 4 14 8
C=AB=13 2 =[5 8
1 7 27 9

Matrice d’une application linéaire

Exemple 1

La matrice M de l'application linéaire f suivante

. R3 —_ RS
I (z,y,2) — Bz +2y + 2,2 + 52,y + 32)
3 2 1 T
estdéfiniepar M = [1 0 5| ,ainsionabienM |y | = f((z,y,2))
01 3 z

Remarque, la premiére colonne de M correspond a l'image de e; (1,0,0) par l'application linéaire f, (noté
f(e1)). La deuxieme colonne correspond a f(eg)...

Exemple 2

. R2l—>R2
I Pr+— (22 = 1)P' — 2zP

Dans ce cas P est une polyndme de degré 2, I'image de P par f est aussi un polynéme de degré 2. La base des
polyndmes d’ordre 2 est (1,0,0); (0, z,0); (0,0, 2%)

On peut alors calculer f(1,0,0) = —2z, f(0,z,0) = —2® — 1, et f(0,0,2%) = —2z

La matrice My de cette application linéaire s’écrit donc

0 -1 0
M= | -2 0 -2
0 -1 0
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Matrice Inversible

Définition : M estinversible si et seulement si, il existe une matrice M’ tel que M. M’ = I4,avec Iy =

Une matrice est inversible si le noyau de 1’application linéaire est de dimension 0.
Transposition
Soit A = (aij)1<i<n et 1<j<p

On appelle transposé de A et on la note * A la matrice définie par ‘A = (b;;)1<i<p et 1<j<n avec b;; = a;;

Exemple
. 1 3
A= <31 OZ :§Z> alors A= i 0
-4 -2
Remarque
11 4
SitA = Aalors A est symétrique, parexemple A= |1 3 5
4 5 2
0o -1 2
A est antisymétrique si a;; = —a;;, ceciimpose a;; = 0, parexemple A= | 1 0 —4
-2 4 0

Changement de base

L'expression matricielle dépend de la base des espaces de départ et d’arrivée
Soit B et B’ deux base de E, et f une application linéaire.

M et M’ sont deux matrices carrées, M’ est 'expression de f dans la base B’, M est I'expression de f dans la
base B.

On peut alors écrire : M’ = P~! M P, ol1 P est appelée matrice de passage, de B dans B’.
p ppP P g

Si B s’écrit (eq,e2,---€n), et B'(€], €5, - - el,) alors,

6/1 6/2 PR e;l

@11 Q12 - Qln €1
P = a1 Q22 - G2p €2

Ap1 Gp2 ... Gpn en
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Rang d’une matrice

A= (aij)lgign et 1<j<p-

On appelle rang de la matrice A la dimension formé par 1’espace vectoriel des p vecteurs colonnes de A.

Exemple :
1 2 3 1 2 3 ,
3 5 9 Les vecteurs colonnes sont z; | ~ 3] Z2{g5| 23|, | Onremarquequezs; =1 + T2, l'es-

pace vectoriel formé par les vecteurs colonnes de A est de dimension 2, donc rang A = 2.

On peut en déduire le noyaude A, Ker A=dimE —rangA=3—-2=1.

2.3 Exercices

Exercice 1
Soit l'application f définie par

R3}—>R2

T
— rTry-—z
. (236—42)

<

1. Décrivez le noyau et 'image de 'application f
2. Ecriver la matrice de f relative aux bases cononiques de R? et R3.
Exercice 2
1 2 0 1 0 -1
Soitles matrices A= |2 0 1]etB=]|1 1 0
1 1 0 01 1
Calculer A.B, B.A,et A — 31,
Exercice 3
1 1 1
On considere lamatrice M = |1 1 1
1 1 1

Calculer M?, puis calculer M™
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Exercice 4
Soit 'application f définie par
(2,y,2) — 2z +y; =3¢ —y + 20— 2)

1. Donner la matrice M de f dans la base canonique B de R?.
2. Calculer M2 et M3.

3. Factoriser (I + M?3) et (I; — M3).

4. En déduire que (I — M) et (I + M) sont inversibles.

Exercice 5
1 1 0
SoitA=|-1 0 0
2 0 1

1. Calculer A2, et A3.

2. En déduire que A est inversible

Exercice 6
1 3 12 25 —45 60
SoitP=|-1 -1 16 et Q=17 7 =28
0o -2 7 2 2 2

1. Calculer P.Q), en déduire que P est inversible et déterminer p1

0 3 0
2. SoitA=1[3 0 4 Calculer D = P~1.A.P
1 1 0

3. Calculer D™
4. Montrer que Vn € N*, A" = p.D". P!
5. En déduire A"

Exercice 7 Inversion d’une matrice 2 x 2

. a b
Soit M = (c d)
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En notant M.M’ = I, et en posant M’ = <§ i{) , exprimer z,y, z,t en fonction de a, b, ¢, et d.

Exercice 8
0 0 =
Soitlamatrice K =|¢ 0 0
0 -1 0

Calculer K" pour tout n € N.

Exercice 9

Soit la matrice A =

o O O
o O =
O = =

Calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 10

Soit I'espace vectoriel Rq[z], I’espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur, ou égal a 2 muni de sa base
canonique ((1,0,0), (0,z,0), (0,0, z?%))

Soit 'application ¢ définie par

Ro[z] — Ralx]
Pr—2(x+1)P(x) — (x — 1)2P'(x)

1. Vérifier que pour tout polyndmes () de degré inférieur ot égale a 2, I'image de ce polyndme () par
'application ¢ est bien comprise dans 1’espace Ry[z].

2. Donner la matrice ¢ dans la base canonique de Ry[z].

Exercice 11

Soit B = {e1, ez} la base canonique de R? et soit le couple de vecteur B’ = {€}| = e; + e2; €, = 3e; —ea}

1. Monter que le couple B’ est libre

2. Soit z de représentation X = <?

> dans la base canonique B. Quelles sont les coordonnées X’ de z dans

B'?.

3. Soit A = _11 (2) associée a une application linéaire f dans la base canonique B. Quelle est la matrice

A’ de I'application f dans la base B’ ?
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3 Déterminant

3.1 Determinant d’une famille de vecteur

En dimension 2
Soit B = (e, e2) une base d'un espace vectoriel de dimension 2. Soit u = z e; +y ez

On appelle le déterminant de u et v dans la B le scalaire :

/

= xy —ya'

detp(u,v) = ‘z

Remarque : u et v sont liés < detp(u,v) =0

Conséquence : u et v forment une base < detp(u,v) # 0

etv=2a'e1 +y es.

Remarque : Soit deux vecteurs u et v, (voir Figure 1), alors 'aire du parallélogramme ABCD est donné par :

AABCD = ‘detB(g72)|

En dimension 3

Soit B = (e, e2, e3) une base d’un espace vectoriel de dimension 3. Soit

IS

=xie1tyie2+21e3

<

=x2€1+ Y262 + 2263
w=1x3€e1 +Ysez + 23e€3.

Le déterminant de u, v, et w dans la base B se note :

Ty T2 I3

detp(u,v,w) = |y1 Y2 Y3
Z1 Z9 z3

On peut le calculer par un développement sur la premiere ligne :

Y2 Y3
Z2 Z3

Y1 Y3

+ (1), 21 23

detp(u,v,w) = (—1)"'ay

+ (_1)1+3x3

Y Y2
zZ1 22
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Regle de calcul : I'exposant sur (—1) correspond a la somme du numéro de la ligne plus le numéro de la
colonne, du scalaire a partir duquel le développement se fait (exemple : z; est sur la colonne 1 et la ligne 1).

Ce méme déterminant peut étre calculer (par exemple) par un développement sur la deuxiéme colonne :

Y1 Y3
Z1 Z3

r1 X3
21 Z3

Tr1 X3

detp(u,v,w) = (—1)""?, Y1 Y3

+ (—1)**?y, + (—1)**2

Remarque : (u, v, w) sont liés < detp(u,v,w) =0
Conséquence : u, v et w forment une base < detp(u, v, w) # 0

Remarque : Soit trois vecteurs u, v, et w (voir Figure 2), alors le volume du parallélépipede ABCDA'B'C’'D’
est donné par : Vapcparp oo = |detp(u, v, w)|. Le volume du tétraedre ABCDE est donné par Vapcpr =
Lldetp(u, v, w)|

~ Ve
\/ >

- B'

FIG. 2 -

Extension a la dimension n

Les méthodes de calcul pour une dimension n sont identiques a celle utilisées pour la dimension 2 et 3.

Exemple d’'un déterminant d’une matrice 4 x 4 (développement par rapport a la premiere ligne).

22_26‘11 2 2 1 421 |4 21 42 2
0 s 1 o/=33 103001 0-603 0-40 3 1
PO 2 20 Jo20 lo2o0 o2 2

Cas d’une matrice triangulaire

Exemple de calcul d'un déterminant d’une matrice triangulaire (développement par rapport a la premiere
colonne) :

1 2 3
0 4 5:1><E)1 2:1><4><6:24
0 0 6
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aipr - Q1n
Généralisation s =11, au

(0) Ann

Cas d'un déterminant d’un produit de deux matrices

Soit A et B deux matrices, alors det(A.B) = det(A).det(B) = det(B.A)

Conséquence : Soit M la matrice d'une application linéaire f dans la base B, et M’ sont écriture dans la base
B/

Ona M’ = P~'MP, ou P estla matrice de passage. Alors
det(M') = det(P~*M P) = det(P~1)det(M)det(P) = det(M)det(P~1P) = det(M)
d’ott det(M') = det(M).

Le déterminant de la matrice d'une application linéaire, est indépendant de la base dans laquelle la matrice est
écrite.

Méthode de calcul

L’addition a une ligne (respectivement & une colonne) d"une combinaison linéaire des autres lignes (respecti-
vement des autres colonnes) ne change pas le déterminant.

Par opération linéaire, on peut donc faire apparaitre un maximum de 0 pour simplifier le calcul.

Exemple

15 12
25 24

3 3
5 6

0 3

=5x4 1 6

Dans I'exemple, on factorise la premiére colonne par 5, puis la seconde par 4 ; dans une seconde étape Cy; — Co — C1.

3.2 Exercices

Exercice 1

Trouver la surface du triangle définit par A (;) , B <j> etC (g)

Puis du triangle A’B’'C’ définit par A’ (;) , B (Z) et ¢’ (?)

Exercice 2
1 4 7 10
Calculer le volume du tétraedre ABCD définitpar A |2 |,B|5|,C| 0 |,D |11
3 6 10 0

Page 15 / 33 ©]Jérdme Fortin



Ecole Normale Supérieure 24, rue Lhomond - 75231 PARIS CEDEX 05
LICENCE - MASTER DES SCIENCES DE LA PLANETE TERRE - L3 28 septembre 2006
MATHEMATIQUE - Algébre

Exercice 3

Calculer les déterminants suivants :

0 0 0 1 2 1 2 3
1 0 0 O ot 3 2 2 -3
0 0 10 -1 1 -1 1
01 00 1 -1 3 -1
Exercice 4

Soit les deux matrices A = et B =

w N
I
U =
DN DN
N DN DN
[NCREEA N

Calculer det(A), det(B), det(A.B), et det(A + B)
Exercice 5

Calculer le déterminants suivant :

a? ab b2
A= a® ab
ab > a?

Montrer que A = (a3 — )2

Exercice 6

Calculer le déterminant suivant :

2
2
2

S]

A:

[E Y
o o
[P

Indication : développer par rapport a la troisiéme ligne, puis remarquer que A est un polyndme en C de degré
2 ayant a et b pour racine.
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4 Systeme linéaire
4.1 Systeme d’équation - Généralité
On appelle systeme de n équation linéaires a p inconnues tout systeme de la forme suivante :
1171 + a12x2 + - -+ a1pTy = by
g a21%1 + a22%2 + - -+ + agpx, = b2
n1%1 + ApaTo + -+ AppTp = by
Interprétation matricielle :
X b1
oo by aii Q1p
X=1. ; B=|. et A=
. bn an1 [ anp
Alors S <= A X =B
4.2 Systéme d’équation - Résolution par la méthode de Cramer
Systéme a deux inconnues
g = ) auritanr=bh
a2171 + a0 = by
C’est de la forme A.X = B avec
b
xX=[(" et B=|[,' Avec A= (%11 @12
To by a1 a2
Résolution de (S) :
aialo —agly = (a21a12 — anag)ry = baaiz — bragz
1y = _b2aiz—biass
1 a21012—0a11022
by a2
b2 a922 avec det(A) 75 0
ry =
ail a2
a1 G22
e = 1 bi a2
1 det(A) by a9y
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De la méme maniére on obtient s :

a b
2 :#(A) ai b; avec det(A) #0

Systéme a 3 inconnues

Soit le systeme suivant :

a1171 + a12x2 + a13w3 = by
S = G21%1 + a22%2 + a23T3 = bo
a3171 + azaT2 + azzrs = b3

Les solutions de systéme sont :

by a2 ais ann by ais a1 a2 b

1 1 1
T1 = Fet(A) by ax as T2 = Fea(aAy |®21 by a3 T2 = Fa@ %21 G22 ba
bs azz ass azr bz ass az1 azz b3

a1l a2 as
avec det(A) = |ag1 ag2 ass| et det(A)#0
azi1 asz ass

4.3 Systéme d’équation - Inversion de la matrice A
Le systeme S de n équation linéaires a p inconnues suivant :

a1171 + a1y + -+ a1y = by
a21%1 + a22%2 + - -+ + a2pxy = bo

S =
Ap121 + Ap2x2 + -+ + AnpTp = bn

I bl
ai .. alp

T2 bo

Peut s’écrire: A.X = B,avec X = . , B=1. et A=
’ ’ a a
x’!L bll nl P

Alors AX =B & A1'AX=A4"1B & X=A"1B
Remarque A est inversible si dim(ker f = 0 ou det(A) # 0.

Opérations élémentaires sur les matrices

On appelle opération élémentaires sur une matrice A 1'une des trois opérations suivantes :
— Multiplication d"une ligne par un scalaire non nul
— Addition a la ligne r de la ligne s multiplié par un scalaire
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— Echange de deux colonnes
— Opérations analogues sur les colonnes
Inversion sur les matrices

Si A est une matrice inversible, alors par opérations élémentaires sur la les lignes (ot colonnes), A peut-étre
transformée en la matrice identité. On obtient A~! en effectuant les mémes opérations sur I,.

Exemple
11 3
A=12 1 2| onremarque que det(A) # 0.
3 0 1
alors,
113 1 00
A=(2 1 2| Iz=(0 1 0
3 01 0 01
1 1 3 1 00
Ly—2L1— Ly, A=10 -1 —4| It=]-2 1 0
L3 —3L1— L3 0 -3 -8 -3 0 1
1 1 3 1 0 0
A=10 -1 -4 Ltj=]-2 1 0
L3—3L2|—>L3 0 0 4 3 -3 1
1 1 3 1 0 0
Lo+ L3 — Ly A=10 -1 0| Lzj=|1 -2 1
0 0 4 3 -3 1
Ly— 3Ly~ Ly 1 1 0 -2 g =3
A=|0 -1 0 Lij=] 1 -2 1
0 0 4 3 -3 1
Li+Ly— Ly 1 0 0 -3 1 i
A=|0 -1 0 L= 1 =2 1
0 0 4 3 -3 1
oo 4Ly
—LQI—>L2 A= 01 0 Id: -1 2 -1
1L Ls 001 8§ -3 2
D’ou
-1 1 1
1 1 1
Al=-1 2 -1
3 _3 1
1 1 1

Page 19 / 33 ©]Jérdme Fortin



Ecole Normale Supérieure 24, rue Lhomond - 75231 PARIS CEDEX 05
LICENCE - MASTER DES SCIENCES DE LA PLANETE TERRE - L3 28 septembre 2006
MATHEMATIQUE - Algébre

4.4 Exercices

Exercice 1
Soit le systeme suivant :
(m—1x+my+z=1
S=<¢ mr+2y+32=3

m+Dz+my+(m—-1)z=m-—1

1. Déterminer les valeurs de m, pour que ce systeme admette une solution unique

2. Exprimer z,y, z en fonction de m (Résoudre le systeme S)

Exercice 2
Résoudre le le systeme suivant (méthode de Cramer) :
r+y+z=1

S=¢ ar+by+cz=d
a’z + b2y + Pz = d?

Exercice 3

Soit le systeme suivant :

20 4+ay+z=1
S=¢ z4+2ay+z=a
r+ay+2z=1

1. Résoudre le systeme par la méthode du pivot

2 a 1
2. Soitlamatrice A=|1 2a 1
1 a 2

A est-elle inversible ? Pour a # 0, calculer A~!. Déterminer alors par cette seconde méthode z, y, 2.
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Exercice 4

Discuter et résoudre le systéme, suivant les valeurs du parametre o :

2e+y+2=3

g — T—y+3z2=28

) x+2y—2=-3

r+y+2z=a«

Exercice 6

2 4 3
Soit la matrice A définiepar A= [0 1 1
2 2 -1

A est-elle inversible, si oui calculer A~!
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5 Diagonalisation

5.1 Introduction

Soit f une application linéaire . : F(x) et soit A sa matrice dans la base B. La résolution du systéme

s’écrit A.X = B (voir section 4)

Pour résoudre ce systéme on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss afin de se ramener a un systéme sous
la forme suivante :

alyx1 + algra + algxs + -+ al e, = b}
0+ ahoxo + abgrs + -+ + ab,xn = bh
040+ absaxs + -+ ay,xn = b
0+0+---+0+ap,,z, = U,

Cependant, la meilleur solution est de se ramener a un systéme purement diagonal :

al121+04+0+---4+0 = b
0+ agpro+0+---+0 = by
04+0+azz3+---+0 = b3
0+0+---+0+ap,z, = U,

= Il faut trouver une base de I dans laquelle I'expression de la matrice f est plus simple que dans la base B.
Diagonaliser, c’est trouver une matrice inversible P telle que la matrice A = P~!. A.P soit diagonale.

Alors la puissance de la matrice (voir partie 2.3) se calcule de la fagon suivante : A" = P.A.". P~}

5.2 Valeur Propres

1. On dit que X est une valeur propre s'il existe z € E tel que f(z) = Az

2. Onappelle spectre de f,1’ensemble des valeurs propres de f noté S,(f) = {)\ €K Jz#0 avec f(z)=Az }

A la recherche des valeurs propres

A est une valeur propre & flz) =Mz
& AX =2X
& (A-A).X=0

donc det(A—XI3) =0
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Py = det(A — M) est un polyndome du n’*™¢ degré en \ si n est la dimension de l’espace vectoriel E. Les

différentes valeurs propres \; sont les racines du polynéme Py (\).

Exemple :
2 0 4
A=13 -4 12
1 -2 5
2-A 0 4
det(A — Ng) = 3 —4-X 12
1 -2 5—A
2-X 202-)) 4
det(A — M) = 3 2-A 12
1 0 5—A
2-x2 2 4
det(A—Xg)= (2—-XN)| 3 1 12
1 0 5—A
—-4-Xx 0 -20
det(A— X)) = (2-XN)| 3 1 12
1 0 5—-2A
—-4-Xx -20
det(A—Xg)= (2-X) 1 5\

det(A — M)
det(A — )\Id)

I
>/ —~

~ ) [(4— A5 —N) — 20}
(A —1)(A—2)

Alors, det(A—X3) =0 =A=1,0o0,A=2,0ul=2.

On note alors S,(A) = {O, 1, 2}

Cy — Cy+2C4

Ll — L1 72L2
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A la recherche des vecteurs propres

A; sont les valeurs propres de 'application linéaire f, (c’est a dire, les valeurs A; sont solutions du polyndme
caractéristiques det(A — AI;) = 0). On obtient alors le sous-espace propre des vecteurs propres E) = ker(A —
A g), en résolvant le systeme :

(A-NI)X, =0

Exemple :
2 0 4
A=|3 -4 12|, 0nas,(A) = {0,1,2}
1 -2 5
1 221 +4x3 =0 . oy
Pour A\ =0, onpose X | zo | alors, (A —0I;) = ¢ 3z1 —4dao+ 1223 =0 & { Lo
T2 = 373
XT3 $1—2LE2+5$3 =0 2
—4
Un vecteur propre associée a la valeur propre A\g =0est X; | 3
2
—4
Pour Ay = 1 un vecteur propre est X, | 0
1
2
Pour A3 = 2 un vecteur propre est X3 | 1
0
0 00 -4 -4 2
On peut alors écrire A sous la forme A= P.D.P~!,avecD=|0 1 O0|etP=| 3 0 1
0 0 2 2 1 0

Remarque Dans cette exemple, A est une matrice non-inversible, mais diagonalisable.
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5.3 Exercices

Exercice 1

1 2 -2
Soi’cA<2 4:>e’rB 2 1 =2

51 2 2 -3

Diagonaliser les matrices A et B, et donner leur matrice de passage P.

Exercice 2
1 0 1
Soit A = % 2 1 1
0 2 1

Diagonaliser A, puis en déduire A"

Calculer Lim,, oo A™

Exercice 3

Expliciter U,,, V,,, W,, en fonction de n, Uy, Vi, Wy lorsque :

Un+1 - 3Un - Vn + Wn
Vn+1 - Un + ‘/n - Wn
Whpir = 20U, — 2V, +2W,
Un
On posera un vecteur X,, | V,, |, le systeme S est alors équivalent & X, ;
Wn
Exercice 4
2 2 1 2 1 -1
A=11 3 1|etB= 0 2 -1
1 2 2 -3 -2 3

Montrer que A et B ont les mémes valeurs propres

Montrer que A est diagonalisable, et que B ne l'est pas.

— AX,
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Exercice 5

Pour k € R, on définit I'application suivante :

Rolz]
(x4 1)aP’ —2kP

Pour quelles valeurs de k, ® est-elle une application de Ry[z] — Ry[x]

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de .
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6 Produit scalaire - produit vectoriel

6.1 Orientation d’un espace vectoriel

Définition Orientation de I'espace.
Soit E un espace vectoriel de dimension n. Orienter E, c’est choisir une base B de E.

Soit B’ une autre base de E. On dit que :
— B’ est directe lorsque detg B’ > 0

— B’ estindirecte lorsque detg B’ < 0

6.2 Produit scalaire

Définition
Soit (i, j, k) une base orthonormale de 1’espace.

/

x x
Le produit scalaire des vecteurs u | y | etv | ¢’ | est définit par:
!/
z z

w =zx’ +yy + 27

Propriétés

Pour tout vecteurs, u, v, et w et pour tout réel o :

wy =vy (aw)v=u(ow)=alwy); w(v+w)=uvv+urw
Orthogonalité

— Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si u.v = 0.
— Un point sur une droite : soit D une droite de I'espace de vecteur directeur u, M et A des points de 1’espace.
A est le projeté orthogonal de M sur D si et seulement si A appartienta D et AM.u = 0.

Définition d’un plan

Le plan passant par le point A et de vecteur normal n est ’ensemble des points M qui vérifient: AM.n = 0

Dans un repere orthonormal, un plan P & une équation de la forme : ax + by 4 cz +d = 0, oli les réels a, b, c ne

a
sont pas tous nuls. Le vecteur n | b | est un vecteur normal du plan.
C

Définition d’une sphere

Soit S une sphere de centre I et de rayon 7. Soit M un point de S. On en déduit de 'égalité I M? = r? 'équation
de la sphere.

Si on connait les coordonnées des points A et B tels que [AB] est un diametre, alors 1'équivalence M € S <
AM.BM = 0 permet de donner une équation de S.
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6.3 Produit mixte

Définition

Soit E un espace vectoriel de dimension n. On appelle produit mixte des vecteurs vy, vy, ..., v, de E leur déter-
minant dans une base orthonormée directe quelconque.

On le note : det(v1,v2, ..., Uy), O [U1, Vg, ..., U]

Propriété

[u,v,w] = 0 < u,v et w sont coplanaires

6.4 Produit vectoriel
Définition
Le vecteur g défini ci-dessous, s’appelle produit vectoriel de u et v. On le note

a=uNv

Propriété
Pour trois vecteurs u, vet w quelconques, ona:

[, v, w] = (uAv).w=u(vAw)

uAv =0 & uetwvsontcolinéaires
Si u et v sont non liés, alors (u, v, u A v) forme une base directe de E
Anticommutativité : u Av = —-v Au

Expression analytique du produit vectoriel

Soit B = (4, j, k) une base orthonormée directe de E. En notant (z, y, z) et (2, 3/, 2’) les coordonnées respectives
de u et v dans la base B,on a:

z 2
z

T T
Yy

Formule du double produit vectoriel

Interprétation géométrique

Soient u et v deux vecteurs non liés et P le plan engendré par u et v. Soit w un vecteur unitaire orientant P.
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uAv

| angle orienté (u, v) positif |

FIG. 3 -

Alors :
uAv = |[ul] x [[v]|sin(u, v)w

Ou (u,v) désigne 'angle orienté de u et v selon w dans le plan P (voir figure ci-dessous).

distance d"un point a une droite, d'un point a un plan

Soit D = (A,u) et M un point, alors :

[
Soit P(A, u,v) et M un point, alors :
AM
lun o
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6.5 Exercices

Exercice
2 3 1
Soitu [5]; w| O etw |5
3 1 2

Calculer u.v, puis u A v
Calculer [u, v, w] par deux méthodes

Calculer u A (v A w) par deux méthodes

2 4
SoitA|3|etM| 8 |;
7 -3

calculer la distance de M & la droite D définit par (A4, u)

calculer la distance de M au plan définit par (A4, u, v).
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7 Equations différentielles - Résolution analytique

7.1 Equations différentielles du premier ordre
7.1.1 Equations a variable séparables

Définition : On appelle équation a variable séparables tout équation différentielle qui peut se mettre sous la
forme

a(z) +b(y)y' =0 (1)

ol a et b sont des applications connus.

Méthode de Résolution :
— Séparer les variables et réduire I'équation différentielle (1) sous la forme

b(y)dy = —a(z)dx

— Intégrer les deux termes de cette équation

pour obtenir la solution générale

B(y) = A(z) + C, ou C est une constante arbitraire, et

B = [bwdy A =~ [a(@)ds
— Si la fonction inconnue y( x ) doit satisfaire en plus la condition initiale
y(@o) = Yo

utiliser cette condition pour éliminer la constante C de I'équation générale et obtenir ainsi la solution parti-
culiere de I'équation différentielle (1).

7.1.2 Equations linéaire du premier ordre

Définition On appelle équation linéaire du premier ordre toute équation différentielle qui peut se mettre sous
la forme
a(z)y’ +b(z)y + (@) =0 (2)

oll a, b et ¢ sont des applications continues sur des intervalles a préciser.
On appelle équation sans second membre :

a(x)y +b(x)y=0  (3)
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Méthode de résolution

— On résout d’abord 1'équation linéaire sans second membre (c’est une équation a variable séparable)

— On détermine une solution particuliere de (2).

— Les solutions générales de (2) s'obtiennent en ajoutant les solutions de 1’équation sans second membre, et la
solution particuliere trouvée de (2).

Détermination de la solution particuliére par la méthode dite de variation de la constante

: N . . bz
Sur un intervalle ot1 ¢ ne s’annule pas, soit D une primitive de E;

. )) . Les solution de (3) sont de la forme

y=Ce P @) ou C estune constante

—D(z

On suppose que la solution particuliere y, de (2) est de la forme y, = Ce ) ot1 C cette fois est une fonction

de z, ’est a dire y, = C(x)e~ P

7.2 Equations différentielles linéaire du second ordre
721 Equation sans second membre

Définition On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficient constants sans second
membre toute équation différentielle qui peut se mettre sous la forme :

ay” +by +cy=0 (5)
ouab etceC,eta#0.

Définition On appelle polynome caractéristique de 1'équation (5), le polyndme P = aX? + bX + ¢. On note
discriminant de I’équation (5), le réel A = b — 4ac

Propriété Avec les notations précédentes,

— Si A > Oetsir; etry sontles racines de P alors les solutions de (5) sont de la forme :
y = A" + pe™® ou A\, u € R.

— Si A = 0 et sir est la racine double de P alors les solutions de (5) sont de la forme :
y= Az +p)e*ou ek

- SiA<Oetsir; =a+ Bietry = a— [isontles racines de P alors les solutions de (5) sont de la forme :
y = e**(Acos Bz + psin fz) ou A\, u € R.

7.2.2 Equation avec second membre de type exponentielle-polynéme
Définition On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second
membre de type exponentielle-polyndme tout équation différentielle qui peut se mettre sous le forme :
ay’ +by' +cy=flx)  (6)
ottab, etce C,eta#0et f est une somme de fonctions de la forme Q(z)e™* oum € Cet Q € C[X].

Méthode de résolution De la méme fagon que les équations linéaires du premier ordre, on résout d’abord
I'équation sans second membre, on détermine ensuite une solution particuliere y,, la solution générale de (6)
s’obtient en ajoutant la solution de I’équation sans second membre et la solution particuliere y,.

Détermination de la solution particuliére
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- Si f(z) = Q(z) avec @ polyndme de degré n alors une solution particuliere de (6) est de la forme y, = R(x)
ol R est un polyndéme de degré nsic # 0,de degrén +1sic=0etb# 0, dedegré n+2sic=0etb = 0.

- Si f(z) = Q(x)e™* avec @ polyndme de degré n alors une solution particuliere de (6) est de la forme
Yo = R(x)e™” olt R est un polyndme de degré n si m n’est pas racine du polynéme caractéristique, de
degré n+1 si m est une racine simple du polynéme caractéristique, de degré n + 2 si m est une racine double
du polynéme caractéristique.

7.3 Exercices

1. Résoudre :
xy + 2y = 3z

2. Résoudre :
y'sin(x) — ycos(x) = sin(x) — xcos(z)
3. Résoudre:
y'cos(x) — ysin(z) = —cos®(x)
4. Résoudre :
xy —y=ux

5. Résoudre :

(1-a?)y —xy=2a®

6. Résoudre :
v +9y=2+3

7. Résoudre :
1 ! —x
y' =3y + 2y =ze

8. Résoudre :
y" +y'tan(z) — ycos*(x) =0 en posant t = sin(x)
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