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Rappels sur les opérateurs mathématiques

1/ Gradient d’une fonction (f) à une dimension (x)

x

f(x)

x2x1

f(x1)
f(x2)

Taux d’accroissement : 
f(x2)-f(x1)

x2-x1

∆f
∆x

=

Limite du taux d’accroissement
(quand ∆x est très petit) 

∂f
∂x

∆ = f 

Opérateur gradient 
ou « nabla »
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

le gradient est aussi un vecteur

x

f(x)

x2x1

f(x1)
f(x2)

α

V

∆ = ∂f
∂x

f =

∂f
∂x

= tan (α) Le gradient est
tangent à la courbe !!
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

2/ Gradient d’un champ (P) à deux dimensions (x,y)

x

y

1123456543211
1134567654311
1234578754321
1134567654311
1123556543211
1123455543211
1112344432111
1111233321111
1111123211111

1123455543211
1112344432111
1111233321111
1111123211111

Gradient suivant x : ∂P
∂x

Gradient suivant y : ∂P
∂y
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

2/ Gradient d’un champ (P) à deux dimensions (x,y)

x

y
3456543

4567654

4678754

4567654

3556543

3455543 ∂P
∂x

= 5-7
2 = -1

∂P
∂y

= 5-7
2 = -1

∆  

P =

∂P
∂x

∂P
∂y

=
-1

-1

Le gradient est perpendiculaire aux courbes de niveau !
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

3/ divergence

La divergence d’un champ est le produit scalaire du champ 
et de l’opérateur “nabla”

(u) = ∆ ∆ u
∂ux

∂x
= + 

∂uy

∂y
+ 

∂uz

∂z

La divergence est un scalaire !!!

L3-Geosciences ENS - C. Vigny



6

6

Rappels sur les opérateurs mathématiques

4/ rotationnel

Le rotationnel d’un champ est le produit vectoriel du 
champ et de l’opérateur “nabla”

(u) = ∆ ∆ u

∂
∂x

= ∂∂y
∂
∂z

Le rotationnel est un vecteur !!!

v

ux

= uy

uz

∂
∂y

uyuz _ ∂
∂z

∂
∂z

uzux _ ∂
∂x

∂
∂x

uxuy _ ∂
∂y
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( )∆P P P P
x

P
y

P
z

= ∇ = ∇• ∇ = + +
ρ ρ ρ2 2

2
2
2

2
2

∂
∂

∂
∂

∂
∂

Rappels sur les opérateurs mathématiques

5/ Laplacien scalaire

6/ Laplacien vectoriel

ρ ρ ρ ρ
∆ u u

ux
x

ux
y

ux
z

uy
x

uy
y
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z

uz
x

uz
y

uz
z
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

Relations impossibles : grad(rot), rot(div), rot(Laplacien scalaire)

Relations fondamentales :   div(grad) = Laplacien

div(rot) = 0

rot(rot) = grad(div) - Laplacien
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

Ecoulement purement divergent : div(u) # 0 et rot(u) = 0

Possible si ux est une fonction de x uniquement, 

et uy est une fonction de y uniquement

Alors :                                #  0    et                    =  0
∂ux

∂x
+ 
∂uy

∂y

∂uy

∂x

_ ∂ux

∂y

Exemple : Ux = x  et Uy = y
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

Ecoulement divergent   Ux = x  et Uy = y
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

Ecoulement purement rotationnel : div(u) = 0 et rot(u) # 0

Possible si ux est une fonction de y uniquement, 

et uy est une fonction de x uniquement

Alors :                                =  0    et                    #  0
∂ux

∂x
+ 
∂uy

∂y

∂uy

∂x

_ ∂ux

∂y

Exemple : Ux = -y  et Uy = x
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Rappels sur les opérateurs mathématiques

Ecoulement rotationnel Ux = -y  et Uy = x

0     1      2     3     4      5     6     7      8     9    10 
0
1
2
3
4
5

6
7

8
9

10

y
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L’angle dont les droites tournent est l’amplitude de la rotation, c-à-d la norme du vecteur rotationnel
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